Lycée La Martiniére Monplaisir PT

TDqo — Séries entieres

Exercice 1

Déterminer le rayon de convergence R de chacune des séries entieres suivantes :
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Pour les séries entiéres de 6 a 11, déterminer la valeur de leur somme sur | — R, R].

Exercice 2

Calculer le développement en série entiere au voisinage de 0 des fonctions suivantes (on précisera le domaine de validité) :

1. f:x—chasinz; 4. fraxesinda;
2. f:xHarCSinlx; ) 5. f: x> arctan(l + z?).
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Exercice 3

Soit f définie sur | —1,1[ par f: x — ’ 5 Calculer ™ (0) pour tout n € N.
z

1—

Exercice 4

Déterminer, en justifiant son existence :
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Exercice 5

+oo 3p
. x , . . . . s, N
Soit f:x — E m Déterminer une expression simple de f en s’aidant de ses dérivées premiere et seconde.
p)!
p=0

Exercice 6

+o00
Résoudre ’équation d’inconnue = € R : Z(Bn +1)%2™ = 0.

n=0

Exercice 7

Montrer que (1, X, X (X — 1), X(X — 1)(X — 2)) est une base de R3[X].
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En déduire la valeur de N

Z(n —1)32".

n=0

Exercice 8

. L. N , . a
Soit anz"™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Déterminer les rayons de convergence de —2z" et

|

n!

E a™an,z™ ou a est un nombre complexe.

Exercice 9

a0:a1:1

O idere 1 it défini 2
n considére la suite (a,)nen définie par { Wn € N, any1 = an + — S

1

1. Montrer que, pour tout n € N*, 1 < a,, < n?. En déduire le rayon de convergence R de la série Z anx™.

2. Montrer que sur | — R, R, la somme S de cette série est solution d’une équation différentielle linéaire homogene
d’ordre 1, et en déduire une expression de S sur | — R, R[ & l'aide des fonctions usuelles.

Exercice 10

n
On définit la suite (uy,)neny par : ug =1 et : Vn € Nyu,y1 = Zukun_k.
k=0

En considérant la série entiere u,x", déterminer la valeur de u,, en fonction de n.
b

Exercice 11

2n+3

Convergence et calcul de la somme de la série Z En

n>=0

Exercice 12

+oo n
x
Soit f : E —_.
oit f m»—>n:2n2_1
1. Quel est le domaine de définition de f 7
2. Calculer f(z) pour x €] —1,1].

0 ¢ tb tel ! o, b

n pourra trouver a e els que =

P 9 n2—1 n—1 n+1
“+o0o

+oo ’I’L(—l)n
3. En déduire les sommes Z NoR] et Z T
n=2 n=2

Exercice 13

oo jus
4
Soit f définie par f(z) = E apx” ol ay, :/ tan” (t) dt.
n=0 0

1. Calculer ag et a;.

2. Prouver que (a,) converge vers une limite £ < 1.

3. Calculer a,, + a2 pour tout n € N. En déduire la valeur de /.
4. Déterminer le rayon de convergence R de f.

5. Expliciter f.

Exercice 14

Qn

—k
k!

n
Soit (an),cy telle que définie par ag = 1 et 2a,+ Z = 0 pour n > 1. On considere la série entiere Zanx", on
k=1

note R son rayon et f sa somme.
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1. Calculer aq, a2 et as.
2. Montrer que, pour tout n > 1, |a,| < 1. Qu’en déduire sur R?

3. Montrer que, pour tout |z| < R, on a f(x) = . En déduire que R < 7

14er’
Exercice 15

Développer en série entiere les fonctions définies par

flz) = et g(z) = e 7 cos(x)

Exercice 16

1
2+

1. Développer en série entiere f : x —

2. Montrer que

1 P ]_jL n
Vp € N, -
P /0 w 2Z ”n—l—p—i—l)

+oo
1 n
3. En déduire la valeur de la somme 7)2:0 M

Exercice 17

Soit (E) : (1 —2)y'(z) + y(x) =z sur | — 1,1].
1. Résoudre (F).
2. Trouver, sans utiliser 1., les solutions de (E) développables en série entiére (préciser les rayons)
3. Que dire de l'ensemble des solutions de (E) sur | — 1,1[?

Exercice 18

On considere 1'équation différentielle (FE) : 22y

+ 4y’ + ( 2) y=1.
1. Prouver que (E) posséde une unique solutlon développable en série entiére.

2. Exprimer cette solution a ’aide des fonctions usuelles.

Exercice 19

Soit f définie sur R par f(z) =e= / et dt.
0

1. Montrer que f est développable en série entiéres et préciser le rayon.

2. Donner une équation différentielle du premier ordre dont f est solution et en déduire son développement en série
entiere.

3. Préciser, en lien avec la question 1, une autre forme de ce développement.
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Exercices issus d’oraux

Exercice 20
(Oral 2013, 2019)

Fo=0 F; =1
VneN, Fyo=F,+F.n

1. Déterminer une expression de F;, en fonction de n.

On considere la suite de Fibonacci définie par {

2. Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z F,z"

3. Calculer la somme de cette série entiere.

Exercice 21
(Oral 2014)

+oo n z
On pose f(z) = nz::o(nil)' et F(z) = /0 e tf(t)dt

1. Déterminer le rayon de convergence R de Z et calculer f(z) pour tout = €] — R, R].

(n+1)

2. Montrer que F est dérivable sur R et calculer F'(z) pour tout z € R.

3. Montrer que F' est développable en série entiere sur R et expliciter ce développement en série entiere.

Exercice 22
(Oral 2015)
On pose f(x) = cos(yv/x) si x > 0 et ch(v/—z) si z < 0.
1. Montrer que f admet un développement en série entiere au voisinage de 0 et le déterminer.
2. Déterminer f(0) et f”(0).
3. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

Exercice 23
(Oral 2018)

4“(”!)2 2n+1

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z m
n !

n>0
On note f sa somme sur | — R, R|
2. Montrer que f est solution de 1’équation différentielle (1 — x2)y’ —zy=1
3. En déduire f a l’aide des fonctions usuelles.
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